Standardy
ksztalcenia

Indywidualne prowadzenie
uczniow majacych predyspozycje
do matematyki jest podstawowym
obowigzkiem kazdego nauczyciela.

B JERZY JANOWICZ

uzdolnieniach matematycznych

nie moze $wiadczy¢ biegtos¢ ra-

chunkowa, ani sprawno$¢ w roz-
wigzywaniu mniej lub bardziej ztozonych
zadan, ale wysoko rozwini¢te pewne umie-
jetnosci ogdlne, nie zwiazane z konkret-
nym materiatem, cho¢ mocno osadzone
w matematyce. Obejmowac one powin-
ny, w miar¢ mozliwosci, wszystkie obsza-
ry aktywnosci matematycznej, od czynno-
$ci typowo warsztatowych do odkrywania
i tworzenia. Propozycja pieciu standardow
ksztalcenia, przedstawiona ponizej, jest
proba takiego wiasnie spojrzenia na edu-
kacje 0so6b uzdolnionych. Mimo ze stan-
dardy ilustrowane sg zadaniami z pozio-
mu gimnazjum, przedstawiona kodyfika-
cja jest bardziej uniwersalna. Stuzy¢ moze
ona nauczycielom majacym pod opieka
utalentowanych uczniéw zaréwno szkoly
podstawowej, gimnazjum, jak i szkot po-
nadgimnazjalnych.
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A — Sprawne wykonywanie typowych
czynnosci matematycznych. Ten standard
zwigzany jest z nabyciem biegtosci w po-
stugiwaniu si¢ narzedziami matematycz-
nymi na takim poziomie, aby nie stano-
wily one dodatkowej trudnosci przy wy-
konywaniu czynnoS$ci wyzszego rzedu. Do
tych typowo technicznych umiejetnosci
zaliczy¢ mozna:

O obliczanie,

O konstruowanie,

O przeksztalcanie (arytmetyczne, alge-
braiczne, geometryczne),

O uktadanie i rozwigzywanie rOwnan, nie-
réwnosci oraz ich uktadow,

O sporzadzanie zestawien, diagramow,
wykresow,

O zapisywanie zaleznoSci jezykiem mate-
matyki.

Uczen nie potrafigcy sprawnie wykony-
wac tych czynnosci, nie bedzie mogt w pet-
ni wykorzystac posiadanych predyspozycji,
skupiajac sie na kwestiach drugorzednych
i upatrujac gléwny problem nie tam, gdzie
przez autora zadania zostal on rzeczywi-
Scie umieszczony, ale w rachunkach, prze-
ksztatceniach, uktadaniu rownan itp.
Z drugiej strony podkreslic trzeba, ze bez-
problemowe wykonywanie tych czynnosci
to zaledwie rzemiosto i do sztuki uprawia-
nia matematyki jest jeszcze daleko.
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Standard A - przyklady zadan

A1. Trzy soczki i dwa batony kosztuja
9,60 z1, trzy batony i dwa jogurty kosztuja
8,70 zl, a trzy jogurty i dwa soczki kosz-
tuja 7,20 zI. Czy wystarczy 20 zi, aby ku-
pi¢ cztery soczki, cztery batony i cztery
jogurty?

A2, Ktora figura ma wigksze pole: dwu-
nastokat foremny wpisany w okrag o pro-
mieniu dtugosci 1, czy kwadrat o boku diu-
gosci +/3 2

A3. Suma dwoch liczb dodatnich jest czte-
rokrotnie wigksza od ich réznicy, a iloczyn
tych liczb jest czterokrotnie wickszy od ich
ilorazu. Znajdz te liczby.

B — Umiejetne prowadzenie rozumowa-
nia. Tu takze pobrzmiewa techniczna
strona aktywno§ci matematycznej, cho¢ na
znacznie wyzszym poziomie ogdlnosci.
Przewaza tu mianowicie calo$ciowe spoj-
rzenie na prowadzony proces i dobiera-
nie pod tym katem okreslonych procedur.
Jest to standard bardzo juz oderwany od
tresci i dotyczacy nastepujacych (przykia-
dowych) umiejetnosci:
O tworzenie logicznego ciagu wnioskow,
O matematyzacja,
O interpretacja rozumowania lub jego
rezultatow,
O wykorzystywanie i przetwarzanie infor-
macji danych w r6znych formach,
O wyjaSnianie zauwazonych prawidfowosci.
Jaka jest ranga tego standardu w ksztat-
ceniu zdolno$ci matematycznych? Jest
on jednym z istotniejszych wskaznikow.
Uczen, potrafigcy umiejetnie prowadzié
rozumowanie matematyczne, najprawdo-
podobniej posiada uzdolnienia kierunko-
we. TrudnoSci w tym zakresie nie daja si¢
zwykle zrekompensowaé innymi umiejet-
noSciami i najczesciej $wiadcza o nizszych
predyspozycjach matematycznych.
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Standard B - przyklady zadan

B1. Jesli kazdy bok kwadratu zwigkszy-
my o 10 cm, to pole powigkszy si¢ o0 600
cm?. O ile zmniejszy sie pole tego kwa-
dratu, gdy wszystkie jego boki skrocimy
o1cm?

B2. Uzywajac jedynie cyfr 3 i 7 (kazdej
przynajmniej raz), zapisz liczbe dajaca
przy dzieleniu przez 3 taka sama reszte,
jak przy dzieleniu przez 7.

B3. Oblicz pole trdjkata, ktérego dwa
boki maja dtugos¢ 1, a kat migdzy nimi
ma rozwartosc:
a) 30% b) 45° c) 135 d) 150°.
C — Heurystyka matematyczna. Jest to
standard, ktorego spetnienie jednoznacz-
nie $wiadczy o tym, ze uczefi ma ,,iskre
boza”. Osobom posiadajacym przecigtne
predyspozycje matematyczne obce s3
umiejetnosci takie jak:

O pomystowosc,

O blyskotliwosé,

O prostota rozumowania,

O oryginalnos¢,

a to one wlasnie sprawiaja, Ze pewne roz-
wigzania budza zdumienie swoj3 elegancja
i (chyba nie bedzie to naduzyciem tego
sfowa) artyzmem. Sa to niestety cechy,
ktore wynikaja z ogdlnej konstrukeji psy-
chicznej, nie mozna ich wiec ,,wszczepic”
uczniom, cho¢ na pewno zawsze nalezy je
probowac podciggnac na jak najwyzszy po-
ziom. Jak to robi¢? Takimi sposobami sa
np. prezentowanie pomystowych rozwia-
zan, czy poszukiwanie innych rozwigzan
danego zadania w mysl reguly, ze lepiej
rozwiazac¢ jedno zadanie piecioma sposo-
bami, niz pi¢¢ zadan jednym sposobem.
Z jednej strony wzbudzi¢ to moze tenden-
cje do cyzelowania wtasnych rozumowan,
a z drugiej za§ — daje pomyst, ktory jako
gotowy szablon mozna wykorzystywaé
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w innych sytuacjach. Ta druga opcja jest
bardziej dostgpna dziataniom dydaktycz-
nym — zwlaszcza wobec 0sOb z przeciet-
nym poziomem umiejetnos$ci heurystycz-
nych. Tu podawanie gotowych substytutow
wydaje si¢ najrozsadniejszym wyjSciem.

Standard C - przyklady zadan

C1. Z dwoch wielokatow pierwszy ma
o jeden bok mniej, niz drugi i o 100 prze-
katnych mniej, niz drugi. Ile boké6w maja
te wielokaty?

C2. Do pewnego roztworu cukru dosypa-
no tyle cukru, ze jego stezenie podwoilo
si¢. Nastepnie dolano tyle wody, ze steze-
nie wrocito do stanu poczatkowego. Co
wazy wiecej: dosypany cukier, czy dolana
woda?

C3. W pieciokacie wpisanym w okrag
cztery boki s tej samej dtugosci, a katy
przy piatym boku diugosci 2 sa proste.
Oblicz pole pieciokata.

D - Samodzielne rozwigzywanie proble-
mow. Innym obszarem aktywnoSci ucznia
utalentowanego jest jego samodzielnos¢
matematyczna, zwlaszcza w rozwigzywa-
niu probleméw. Bez tego trudno méwic
o uzdolnieniach w tym kierunku. W czym
zasadzajg si¢ umiejetnosci objete tym
standardem? Przede wszystkim jest to:

O odkrywanie struktury logiczne;j,

O stawianie i weryfikacja hipotez,

O dobor adekwatnych narzedzi,

O tworzenie i realizacja schematu rozwig-
zania problemu,

O odpowiednia interpretacja uzyskanych
wynikow.

Opanowanie tych umiejetnosci Swiad-
czy o wysokim poziomie uzdolnien w za-
kresie matematyki i duzej samodzielnosci
poznawczej. Tu takze pewne umiejetnosci
sa najprawdopodobniej wrodzone, nie sa
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generowane w wyniku oddzialywan edu-
kacyjnych, chociaz caly system zabiegdw
pedagogicznych jest w stanie je wyekspo-
nowac, udoskonali€ i pokaza¢ ich warto$c.
Warto$¢ ta ma swoja wage nie tylko w ma-
tematyce, ale jest uniwersalna, przenoszo-
na na inne dyscypliny, czy wrecz jest inter-
dyscyplinarna. Ten transfer jest ubocznym,
ale bardzo cennym efektem ksztalcenia
talentu matematycznego.

Standard D - przyklady zadan

D1. Dane s3 trzy liczby:

x =3333.4444 - 1111 - 2222,

y = 2222 - 4444 - 1111 - 3333,

z =2222-3333 - 1111 - 4444.
Czy jest prawda, ze jedna z tych liczb jest
réwna iloczynowi dwoch pozostalych? Od-
powiedz nie obliczajac wartosci liczb x, y, z.

D2. W trapezie trzy boki sa tej samej diu-
gosci. Jak za pomoca samej linijki podzie-
li¢ dwa jego katy na dwie réwne czesci?

D3. Liczby x, y sg dodatnie i x <y. Jak
zmieni si¢ warto$¢ wyrazenia
X~V q
X+y
Xty
xX=y
gdy x iy zamienimy miejscami?

b

E — Kreatywnos¢ matematyczna. Jest to
najwyzszy szczebel rozwoju matematycz-
nego ucznidw, stad jest to rowniez stan-
dard najtrudniejszy do osiagniecia. Moze
wlasnie dlatego stanowi¢ powinien wyzwa-
nie dla nauczyciela (dla ucznia chyba row-
niez) i motywowac do znajdowania takich
zabiegdéw dydaktycznych, ktére pozwoli-
tyby uczniom na skuteczne podjecie prob
takich dziatan, jak:

O formutowanie nowych problemow,

O dostrzeganie, wskazywanie analogii,
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O dokonywanie uogdlnien i klasyfikacji,
O tworzenie nowych struktur matema-
tycznych,

O dostrzeganie modeli matematycznych
w obszarach wcze$niej nie eksplorowa-
nych przez t¢ nauke.

Jest to — na poziomie uczniowskim —
model pracy niemalze naukowej. Wyma-
ga on z pewnoscia duzego talentu, cho¢
madry przewodnik w osobie odpowie-
dzialnego nauczyciela jest w stanie wiele
tu zrobié. Pierwszym krokiem powinno
by¢ uswiadomienie uczniowi jego wia-
snych mozliwosci, kolejno — wspolne bu-
dowanie dla niego indywidualnej Sciezki
rozwoju z jasno nakreSlonymi celami. Caty
czas powinny by¢ §ledzone wskazniki
Swiadczace o czynionych postepach. A jak
jest w tym przypadku z osobami o prze-
cietnych zdolnoSciach matematycznych?
Ci réwniez, pracujac na swoim poziomie
umiejetnosci, mogg probowac —z pozytyw-
nym skutkiem — dziatan tworczych. Oczy-
wiscie rezultaty najczeSciej bedg na miarg
posiadanych mozliwosci, cho¢ przy odpo-
wiedniej motywacji, moga stac si¢ zaczy-
nem do dalszych prob i stanowi¢ wazki ele-
ment ksztatcenia myslenia koncepcyjnego.

Standard E - przyklady zadan:

E1. Rozpoczynajac od pewnej liczby natu-
ralnej, wypisano 5 kolejnych jej wielokrot-
noSci. Suma trzech najmniejszych z nich
jest réwna 33 330. Ile wynosi suma trzech
najwigkszych? Jakie sa mozliwoSci uogdl-
nienia tego zadania? Sformuluj i rozwiaz
kilka propozycji.

E2. Czy w dziewigciokacie foremnym s3
dwie przekatne przecinajace si¢ pod ka-
tem prostym? Czy to zadanie mozna
uogdlnic?

E3. Sposrod liczb: 30,31, 32,33 jedna jest
dzielnikiem, inna ilorazem, a jeszcze inna

2, g8

— reszta w pewnym dzieleniu liczby trzy-
cyfrowej. Znajdz t¢ liczbe. Czy zadanie ma
tylko jedno rozwiazanie?

Zaprezentowane standardy, to jedna
z wielu mozliwoSci skodyfikowania od-
dziatywan dydaktycznych ukierunkowa-
nych na rozwijanie zdolno$ci matematycz-
nych. Ma ona na celu petne uswiadomie-
nie kierunkow i obszaréw tych dziatan,
w szczegOlnoSci za$§ — zwrdcenie uwagi na
to, ze czynnikami porzadkujacymi te dzia-
tania nie powinny by¢ tresci, ale umie-
jetnosci. Takie ujecie ma ten dodatkowy
walor, ze wyzwala ksztalcenie ponad-
przedmiotowe, co eksponuje utylitarna
role matematyki.

ROZWIAZANIA ZADAN

Standard A

A1. Piec soczkow, piec batonow i piec jo-
gurtow kosztuje

9,60 zt +8,70 zt + 7,20 zt = 25,50 zi.
Zatem cztery soczki, cztery batony i czte-
1y jogurty kosztuja 20,40 zt (dlaczego?).
Odpowiedz na postawione w zadaniu py-
tanie jest wigc negatywna.

A2. Dwunastokat foremny mozna podzie-
li¢ na sze$¢ deltoidow o rownych przekat-
nych. W naszym przypadku kazda z nich
jest rtowna promieniowi
okregu. Pole dwunasto-
kata jest wiec rowne
6-0,5-1-1=3,
a pole kwadratu —
(+/3)? =3. Pola s3 wiec
rOwne.

A3. Niech x, y beda szukanymi liczbami.
Wtedy

{X+y=4(x—y) {x+y=4(y—x)
—4.X lub 13y —4.X
=Ty wEy

matematyka



Drugi warunek jest w obu przypadkach
taki sam i mozna go przeksztatci¢ do po-
staci:y :4~%, czyliy? = 4, a stad przy y>0
mamy y = 2. W pierwszym przypadku
otrzymujemy wigc: x +2 = 4(x - 2), skad
x=3L1 ; aw drugim: x+2 =4(2-x), czyli

3
le%. Sa dwa rozwiazania: 3% i 2 oraz
1.
s i 2.
Standard B

B1. Na przyrost pola skiada si¢ pole kwa-
dratu o boku 10 cm oraz pola dwdch pro-
stokatow. Pole jednego takiego prostoka-
ta jest rowne

0,5(600—100) cm? = 250 cm?

10cm

lem

R e —

10cm lcm

Jeden z jego bokoéw jest rowny 10 cm,
adrugima (250 : 10) cm =25 cm i tyle jest
rowna diugos¢ boku kwadratu. Pole kwa-
dratu jest rowne 252 cm? = 625 cm?. Po
skréceniu kazdego boku o 1 cm pole be-
dzie rowne 24% cm? = 576 cm?, czyli
zmniejszy si¢ 0 (625—-576) cm® = 49 cm?.
Po skréceniu kazdego boku o 1 ecm pole
kwadratu zmniejszy si¢ o 49 cm?.

B2. Analizujackolejno w porzadku wzra-
stajacym liczby zapisane zgodnie z warun-
kami zdania (37, 73, 337,377, 733, ...),
stwierdzamy, ze 337 jest rozwigzaniem
zadania, gdyz przy dzieleniu przez 3 i przez
7 daje reszte 1. Czy potrafisz znaleZ¢ inne
liczby o tej wtasnoSci?
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B3. c
a) Niech w trojkacie ABC .

< ACB =3(0°
i |CA|=|CB|=1. 4 D
Znajdujemy trojkat BDC B

symetryczny do trojkata ABC wzgledem
prostej BC. Wtedy trojkat ADC jest row-

noboczny, stad P4pcp = 11_1 czyli

11 2 2

_1.1_1

b) Analogicznie, jak w a). Pole jest rtowne g .
¢) Niech w trojkacie ABC
X BAC=135° i |AB|=14C|=1.

/
7/
7/
/ 1
7/
/
__________

D 1 A 1 B

Na przedtuzeniu odcinka AB poza punkt
A znajdujemy taki punkt D, ze |[AD| = 1.
Wtedy Px 4pc = Prapc, @ Wobec tego, ze

< CAD =45°, mamy zb) P, 4pc = g

d) Analogicznie, jak w c). Pole jest rtéwne % .
Standard C

C1. Oznaczmy: n —ilo$¢ bokow pierwsze-
gowielokata, p —ilo§¢ przekatnych pierw-
szego wielokata. Wybierzmy jeden wierz-
chotek drugiego wielokata. Wychodzi
z niego (n+1)-3 =n—-2 przekatnych.
Drugi wielokat map+n-2+1=p+n-1
przekatnych. Stadn—1=100, czylin =101.
Szukane wielokaty maja 101 i 102 boki.
Rozwiazanie mozna uzyskac rowniez po-
stugujac si¢ wzorem na iloS¢ przekatnych
wielokata.

C2. Koncowy efekt jest taki sam, jak przy
dolaniu pewnej ilosci takiego samego
roztworu, jak dany na poczatku. Stad,
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poniewaz jego stezenie bylo nizsze niz
50% (w przeciwnym przypadku nie by-
foby mozliwe podwojenie st¢zenia), to cu-
kru byto mniej (wagowo) niz wody.

6 Nl
szesciokata. Oznaczmy

bok szeSciokata przez a. Wowczas pole
pieciokata jest rowne
2
_5.¢.9°3 583 »
P = 5 6 R
Zachodzi zwigzek: 22+ a® = (2a)?, skad
a? = % Tak wiec

p_3 4_583
4 3 3

(3. Zauwazmy, zZe pi¢-
ciokat mozna uzupetnic
do szesciokata forem-
nego. Pole pieciokata

5

stanowi = pola tego

Standard D

D1. Mamy z<y<x oraz
x=3-1111-4-1111-1111-2-1111 =
=12-1111%2-2-1111% =
=(12-2)-1111%
Analogicznie
y=(2-4-1-3)-11112=5-1111%
oraz z=(2-3-1-4)-11112=2-1111%
Zatem y-z = 1111%-x. Odpowiedz: nie.

D2. Wystarczy po- D C
prowadzi¢ przekatne. ; "
Rzeczywilcie, oznacz-

my w trapezie ABCD AB
kat CAD przez a.

Wowcezas <DCA = o, gdyz AACD jest row-
noramienny. Ale takze «<CAB = «, gdyz
% DCA i <CAB sa naprzemianlegle. Ale
stad juz wynika, ze polprosta AC dzieli
< BAD na dwie rowne czgéci. Analogicz-
nie — polprosta BD dzieli < ABC na dwie
réwne czgSci.

a

-

D3. Wyrazenie z zadania mozna prze-
ksztatci¢ do postaci

x -0?

Y o(x+y)?
Po zamianie miejscami liczb x iy warto$§¢
drugiego czynnika nie zmieni si¢. Ponie-
X

Yy
to$¢ catego wyrazenia wzrosnie.

waz 0 <x <y, wiec 3; <1, oraz % > 1. War-

Standard E

E1. Oznaczmy przeza liczbe, od ktorej roz-
poczeto wypisywanie wielokrotno$ci. Suma
trzech najmniejszych wielokrotnoSci wynosi
x=a+2a+3a=6a,
a suma trzech najwigkszych
y=3a+4a+5a =12a.
Zauwazmy, ze
y=12a =2-6a = 2x.
Tak wiec
y=2-33330 = 66 660.
Suma trzech najwiekszych liczb jest row-
na 66 660.

Uogo6lnienia zadania mogg by¢ naste-

pujace.
O Rozpoczynajac od pewnej liczby natu-
ralnej, wypisano 5 kolejnych jej wielokrot-
nosci. Suma trzech najmniejszych z nich
jest rowna S. Ile jest rOwna suma trzech
najwiekszych?

Z.rozwigzania zadania w jego pierwot-

nej wersji wynika, Ze suma trzech najwigk-
szych liczb jest dwukrotnie wigksza od
sumy trzech najmniejszych, czyli w tym
przypadku bedzie rowna 2S.
O Rozpoczynajac od pewnej liczby natu-
ralnej, wypisano 7 kolejnych jej wielokrot-
nosci. Suma pigciu najmniejszych z nich
jest réwna S. Ile jest rowna suma pieciu
najwiekszych?

Rozwigzanie — analogiczne, jak w po-

czatkowej wersji zadania. OdpowiedzZ: %S .

matematyka



O Rozpoczynajac od pewnej liczby natu-
ralnej, wypisano n kolejnych jej wielokrot-
noSci. Suma k najmniejszych z nich jest
rowna S. Ile jest réwna suma k najwiek-
szych (przyjmujemy, ze k <n)?

Rozwigzanie oparte jest na tym samym
2n—k+lg
k+1

schemacie. Odpowiedz:

E2. Opiszmy na dzie-
wieciokacie okrag o
Srodku O. Poprowadz-
my dwie przekatne:
AB i CD przecinajace
si¢ w punkcie E. Po-
taczmy odcinkiem BD
konce tych przekatnych. Wtedy

<BED =180°-(xCDB+<«ABD) =

:180°—(%<COB+%<AODJ.

Rozwartosci katéw COB i AOD sg posta-

ci - 360°. Stad

= 180°—L.[ k36004 L.360° | =
<BED = 180 2(9 360°+ 360)

= 180°—(20°-k +20°-1) = 20°- (9—k —1).

Kat prosty nie jest catkowita wielokrot-
noscia kata 20°. Stad odpowiedz jest ne-
gatywna.

Latwo sformutowac uogoélnienie tego
zadania na dowolne n-katy foremne:

Dla jakiej liczby naturalnej » istnieje
n-kat foremny, w ktorym sg dwie przekat-
ne przecinajace si¢ pod katem prostym?

W rozwigzaniu postuzmy si¢ metodg
i oznaczeniami z wersji tego zadania dla
n =9. Opiszmy na n-kacie okrag o Srod-
ku O. Poprowadzmy dwie przekatne: AB
1 CD przecinajace si¢ w punkcie E. Po-
faczmy odcinkiem BD kofice tych prze-
katnych. Wtedy
<BED = 180°-(«<CDB + <« ABD) =

= 180°—(%<COB + 5<AOD).
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Rozwartosci katow COB i AOD sg posta-
ci % -360°, gdziem € Nim <n—-1. Stad

<BED = 1800—1-(p~360°+q-360°J -
2 \n n

30 gy - 1P
_ 2+ ggo
n

Przy n nieparzystym utamek w
nie moze by¢ rowny 1 (licznik jest parzy-
sty, a mianownik —nie), wiec dla takich wie-
lokatow odpowiedz jest negatywna. Gdy n
jest parzyste, czyli n = 2t, wystarczy wzigc
p =1ig=t-1, aby uzyskac sposdb popro-
wadzenia przekatnych przecinajacych sie
pod katem prostym. Tak wiec dla parzy-
stego (i tylko takiego) n € N, n > 3 istnieje
n-kat foremny, w ktérym sa dwie przekat-
ne przecinajace si¢ pod katem prostym.

E3. Reszta musi by¢ mniejsza od dzielni-
ka, wiec nie moze by¢ najwigksza z poda-
nych liczb. Stad resztg jest 30, 31 lub 32.
a) Reszta jest rowna 30. Dzielna moze by¢
jedna z trzech nast¢pujacych liczb:
31-32+30=1022,
31-33 +30=1053,
32-33 +30=1086.
b) Reszta jest rowna 31. Dzielna moze by¢
jedna z trzech nastepujacych liczb:
30-32+31=991,
30-33+31=1021,
32-33+31=1087.
c) Reszta jest rowna 32. Dzielna moze by¢
jedna z dwoch nastepujacych liczb:
30-33+32=1022,
31-33+32=1055.
Jak wida¢, tylko w jednym przypadku
dzielna jest trzycyfrowa.
Dzielng w tym dzieleniu jest liczba 991
i jest to jedyne rozwigzanie zadania. QO

nauczyciel w Gimnazjum nr 3 w Bolestawcu

25 w=EER



